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ven Regelungsansätzen für die Herstellung 
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Abstract 

In dem Beitrag wird das entwickelte Konzept für die Modell-basierte prädiktive Regelung des zwei-
stufigen dynamischen Produktionsprozesses von PET-Behältern vorgestellt. Die regelungstechni-
schen Herausforderungen bilden zum einen die äußerst große Anzahl an Stell- und Regelgrößen und 
zum anderen die Nichtlinearität und Komplexität des physikalischen Verhaltens der Regelstrecke. 
Den Kern des Regelungsansatzes nimmt ein Digitaler Prototyp für die Abbildung des instationären 
Verhaltens der Aufheizphase von Vorformlingen ein. Aus physikalischer Modellbildung resultiert ein 
dynamisches mathematisches Modell für die gekoppelten Wärmeübertragungsmechanismen, das 
u.a. auch nicht messbare Prozessgrößen für die echtzeitfähigen Optimierungsalgorithmen zur Ver-
fügung stellt. Folglich kann die Qualität der hergestellten PET-Behälter unter den schwierigen Pro-
duktionsbedingungen bei Verwendung von recycelten Materialien sichergestellt werden. Validie-
rungen zeigen eine hohe Modellgüte für verschiedene Systemanregungen. 

Stichwörter  

Modell-basierte prädiktive Regelung, Physikalische Modellbildung, Wärmeübertragung 

1 Herausforderungen für die Regelung des Aufheizvorgangs 

der Vorformlinge 

Um den Ausstoß von Treibhausgasen bei der Kunststoffherstellung und Kunststoffabfälle in der         
Umwelt nachhaltig zu reduzieren, wächst bei den Herstellern von PET-Behältern die Anforderung, 
bis zu 100% recycelten Kunststoff (rPET) bei zugleich minimalen Behältergewicht einzusetzen. Die 
hohen Schwankungen der Materialeigenschaften von rPET gestalten die Führung des sensitiven Pro-
duktionsprozesses der Behälter deutlich anspruchsvoller verglichen mit dem Einsatz von sogenann-
ten Virgin PET. Dieser Effekt wird durch eine angestrebte Reduktion des Materialeinsatzes und der 
eingeschränkten Verfügbarkeit von Prozessexperten während des Betriebs noch verstärkt. Zugleich 
läuft ein komplexer multi-physikalischer zweiphasiger Prozess, bestehend aus der Aufprägung eines 
zeitlich und örtlich varianten Temperatur-Profils innerhalb der Wände der Vorformlinge als erste 
Phase (Aufheizphase) und aus der Kombination von radialer und axialer Verstreckung mit einem 
resultierenden Lichttransmissions-Profil und einer dazu korrelierenden Materialverteilung des PET-
Behälters als zweite Phase (Streckblasphase) ab (siehe Abbildung 1).  
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Abbildung 1: Zweiphasiger Produktionsprozess für die Herstellung von PET-Behälter 

Die Regelung dieses Prozesses ist eine sehr komplexe Aufgabe: Mehrere hundert Parameter des Auf-
heiz- und Streckblasprozesses sind dabei die Stellgrößen für mehr als 1000 Regelgrößen. Die Regel-
größen setzen sich zusammen aus mindestens 100 Außen- und Innentemperaturen für einen Vor-
formling und aus 32 Lichttransmissionen für jede Streckblasstation (siehe Abbildung 2). Eine 
Lichttransmission stellt ein Maß für die Formgebung der PET-Behälter dar und korreliert mit deren 
Qualität. Dabei werden bis zu 40 Streckblasstationen parallel betrieben, so dass bis zu 100.000 PET-
Behälter pro Stunde hergestellt werden können. 

Die Herausforderungen sind, dass sowohl die Materialeigenschaften der Vorformlinge und die Um-
gebungsbedingungen während der Produktion stark variieren können, und dass dafür nur eine 
Temperatur- und eine Lichttransmissions-Messung an den Enden der beiden Stufen des Produkti-
onsprozesses vorhanden sind. Neben der stark limitierten Verfügbarkeit von Messungen der Materi-
al- und Prozessgrößen aus physikalischen und betriebswirtschaftlichen Gründen ist das Verhalten 
der Regelstrecke außerdem stark nichtlinear und hoch-dynamisch.  

Im zweiten Teil des Beitrags wird vorgestellt, wie eine Modell-basierte prädiktive Regelung konzep-
tioniert werden kann, so dass diese mit einer sehr großen Anzahl an Stell- und Regelgrößen, mit sig-
nifikanten Veränderungen des Systemverhaltens und mit einem messtechnisch nicht vollständig 
erfassten Systemzustand umgehen und den Prozess mit der notwendigen Dynamik optimieren kann. 
Der Fokus des Beitrags liegt auf dem innenliegenden Regelkreis der Kaskadenregelung aus Abbil-
dung 2, der die Einhaltung eines geforderten Temperaturprofils des aufgeheizten Vorformlings am 
Ende der Aufheizphase sicherstellt. Der Modell-basierte prädiktive Regelungsansatz besteht zum 
einen aus dem Digitalen Prototypen zur dynamischen Simulation des nichtlinearen Produktionspro-
zesses und zum anderen aus Optimierungs-Algorithmen zur Bestimmung optimaler Werte der Stell-
größen  ∆ ௅ܲ , so dass die Sollwerte der Temperaturen  ௦ܶ௢௟௟  bestmöglich erreicht werden.  

Der dritte Abschnitt ist der physikalischen Modellbildung für den Digitalen Prototypen gewidmet. Es 
wird vorgestellt, wie das instationäre Verhalten und die Abhängigkeit von materialspezifischen Pa-
rametern bei einem zugleich begrenzten Angebot an Messdaten in dem mathematischen Modell für 
die Aufheizphase abgebildet werden kann. Zudem wird gezeigt, wie ein geschlossenes Gesamt-
Modell mit der gekoppelten Berechnung der Wärmeübertragungsmechanismen aufgestellt und zu-
gleich eine echtzeitfähige Ausführung auf einem Industriecomputer (IPC) zur Gewährleistung der 
typischerweise geforderten schnellen Regelungseingriffe sichergestellt werden kann. Für die Vali-
dierung der Modellgüte wird ein Datensatz aus Experimenten basierend auf der Statistischen Ver-
suchsplanung aufgenommen und es findet ein Vergleich zwischen simulierten und gemessenen 
Temperatur-Profilen für verschiedene Systemanregungen statt. 
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2 Konzept der Modell-basierten prädiktiven Regelung für den 

Aufheizvorgang 

In dem untergelagerten Regelkreis für den Aufheizvorgang stellen die Außentemperaturen ����,��� 
und die Innentemperaturen ��	,��� des Vorformlings zum Zeitpunkt der IR-Kamera-Messung am 

Ofenende die Regelgrößen dar (siehe Abbildung 2). Die resultierende Materialverteilung  
��� (Regel-
größe des übergeordneten Führungsreglers) entlang der Rotationsachse des Behälters wird maßgeb-
lich durch das Temperaturprofil bestimmt: Höhere Temperaturen verzögern die Dehnverfestigung 
[1] und führen zu einem höheren Verstreckungsgrad � was die gemessenen Lichttransmissionen 
beeinflusst. Neben den messbaren Außentemperaturen haben folglich die Innentemperaturen einen 
nicht vernachlässigbaren Einfluss auf die resultierende Materialverteilung des PET-Behälters, so 
dass diese in Form eines Modell-basierten Sensors simuliert und als zusätzliche rückgeführte Istwer-
te im untergeordneten Regelkreis berücksichtigt werden müssen. 

 

Abbildung 2: Schematische Darstellung der Kaskadenregelung mit den Stell- und Regelgrößen 

Die Sollwerte der Temperaturen ����� stammen aus dem übergeordneten Führungsregler für die 
Lichttransmissionen. Zur Stellgrößenbeeinflussung dienen die Infrarot-Lampen (IR-Lampen) von bis 
zu 22 Heizkästen, deren Leistungen ∆
� kontinuierlich via Pulsweitenmodulation (PWM) einstellbar 
sind.  

Als Kern des Modell-basierten prädiktiven Regelungsansatz kommt ein physikalisch motiviertes Pro-
zessmodell als Digitaler Prototyp zum Einsatz, in dem die Dynamik der thermischen Regelstrecke 
berücksichtigt wird. In dieses Modell gehen physikalisch interpretierbare Parameter ein, mit denen 
das Modell im Stande ist, auch zeitvariable Einflüsse wie Störgrößen und Veränderungen des Über-
tragungsverhaltens, z.B. durch variierende globale Emissionsgrade des erwärmten PET-Kunststoffes, 
abzubilden. Aufbauend auf dem parametrierten Prozessmodell erfolgt die Optimierung der Stellgrö-
ßen innerhalb eines Regeleingriffs. Hier wird der Digitale Prototyp mit den Systemanregungen als 
Eingangsgrößen genutzt, um präzise Vorhersagen über die zukünftigen Temperaturverläufe und 
deren räumliche Gradienten innerhalb eines Vorformlings zu treffen. Kernaufgabe dieser Stufe ist 
die Ermittlung optimaler zeitlicher Leistungsverläufe ∆
� für die IR-Lampen, so dass das gewünsch-
te Soll-Temperaturprofil ����� am Ofenende mit möglichst geringen Abweichungen erreicht wird. 
Dazu werden simulierte Temperaturtrajektorien für die Außen- und Innentemperaturen herangezo-
gen. Im nachfolgenden Schritt werden aus diesen optimalen Temperaturpfaden die entsprechenden 
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Stellgrößen abgeleitet, die sicherstellen, dass die IR-Lampen den benötigten Strahlungsfluss durch 
Wärmestrahlung bereitstellen. 

Dieser Modell-gestützte Optimierungsansatz ermöglicht eine präzise Regelung des Aufheizprozesses, 
die sowohl die messbaren Außen- als auch nicht direkt erfassbare Innentemperaturen berücksich-
tigt. Der vorgestellte Regelungsansatz kombiniert echtzeitfähige Algorithmen für die prädiktive Op-
timierung, um Regeldifferenzen verursacht durch Veränderungen des Systemverhaltens, z. B. Mate-
rialvariationen und Umgebungsbedingungen, auszugleichen und eine hohe Regelgüte des 
Temperaturprofils zu gewährleisten. Durch die zeitvariante Ansteuerung der IR-Lampen und durch 
die Berücksichtigung nicht-messbarer Innentemperaturen wird eine präzise Erreichung der gefor-
derten Materialverteilung in der nachgelagerten Streckblasphase ermöglicht.  

3 Physikalische Modellbildung für den Digitalen Prototypen 

Die Entwicklung des Modell-basierten prädiktiven Regelungsansatzes erfordert einen digitalen Pro-
totyp, der die zeitliche und räumliche dynamische Temperaturentwicklung innerhalb der Vorform-
linge während des Aufheizvorgangs präzise abbildet. Dieser Prozess ist in Form eines nichtlinearen 
Mehrgrößen-Systems (MIMO) modellierbar, bei dem Wärmeströme durch Wärmestrahlung, Konvek-
tion und Wärmeleitung gleichzeitig wirken und sich aufgrund von Wechselwirkungen gegenseitig 
beeinflussen. Thermische Probleme dieser Art werden gewöhnlich durch eine zweistufige transiente 
Betrachtung des Wärmestrahlungs- und des Wärmeleitungs-Problems mithilfe der Computational 
Fluid Dynamics (CFD) Methode gelöst, welche aber nicht die Echtzeitanforderungen der betrachteten 
regelungstechnischen Anwendung bei Verwendung eines industriell üblichen IPCs aufgrund ihres 
hohen Rechenaufwands erfüllen. Des Weiteren stellt diese Methode kein geschlossenes mathemati-
sches Modell für die thermische Problemstellung zur Verfügung, so dass ausschließlich Optimie-
rungs-Algorithmen mit iterativ angenäherten Gradienten bzw. gradientenfreie Algorithmen, bei-
spielsweise aus dem Ansatz der evolutionären Optimierung, für die Online-Optimierung zum Einsatz 
kommen können. Die erforderliche große Anzahl an Simulationsdurchläufen des zu optimierenden 
Systems und die fehlende Garantie für die Ermittlung des globalen Minimums bilden die Aus-
schlusskriterien für die Anwendung der genannten Optimierungs-Algorithmen im Modell-basierten 
prädiktiven Regelungsansatz. Daher wird in diesem Abschnitt ein physikalisch basiertes Modell vor-
gestellt, das auf den Energiebilanzen für kleine Volumenelemente eines Vorformlings basiert und in 
dem die Kopplung der verschiedenen Wärmeübertragungsmechanismen zur Geltung kommt. Durch 
numerische Lösungsverfahren wird die echtzeitfähige Simulation des Aufheizvorgangs eines Vor-
formlings während der Fahrt durch die Ofenstrecke ermöglicht. 

3.1 Energieerhaltung nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik für ge-

schlossene Systeme 

Die Modellbildung basiert auf dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik für geschlossene Systeme, 
der die Energieerhaltung in Form der Bilanz zwischen innerer Energie E, Wärme Q und Arbeit W 
beschreibt [2]. Der Hauptsatz besagt, dass die zeitliche Ableitung der inneren Energie ��		��,�(�, � ) 
eines kleines Volumenelements �� des Vorformlings gleich der Summe aller netto zugeführten Wär-
meströme und der netto zugeführten mechanischen Arbeit auf das Volumen des kleinen Elements 
entspricht [3] (siehe Abbildung 3):  

���		��,�(�, ��)�� = �̇�(�, ��) + ���� . (1)
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Abbildung 3: Definiertes Ersatzsystem mit drei Vorformlingen und räumlicher Diskretisierung eines Vorform-
lings in kleine Volumenelemente 

Da bei der Aufheizung des Vorformlings keine mechanische Arbeit verrichtet wird, entfällt der letzte 
Term. Die innere Energie des kleinen Volumenelements in Form eines Hohlzylinder-Stücks wird 
durch das Volumenintegral der zeitlichen Temperaturänderung ausgedrückt:  

���		��,�(�, ��)�� = ∫� ·  φ ·
 

��

���(�, �, �, �)��  !� (�′, �′, �′). (2)

Hierbei beschreibt �� das Volumen des kleinen Volumenelements, φ  die Dichte und ܿ die spezifische 
Wärmekapazität. Nach Forster [4] lässt sich die Summe über alle ein- und ausgehenden Wärme-
ströme als Oberflächenintegral der Wärmestromdichten-Vektoren, die auf die Einheits-
Normalenvektoren $�(�, �, �) projiziert werden, über die Oberfläche %� des kleinen Volumenelements 

ausdrücken:  

�̇�(�, ��) =  ∫ &�̇′(�, ��, �, �, �) · $�(�, �, �) !%(�′, �′, �′).
 

'�
 (3)

Die Wärmestromdichte-Vektoren werden in die Anteile für die Zeit- und Orts-abhängigen Wärme-
übertragungsmechanismen Wärmeleitung &*̇, Wärmestrahlung &�̇ und Konvektion &-̇  untergliedert: 

  

&�̇(�, ��, �, �, �) = &*̇,�(�, �, �, �) + &�̇,�(�, ��, �, �, �) + &-̇,�(�, ��, �, �, �). (4)

 Die Anwendung des Fourier-Ansatzes für Wärmeleitung und die Berücksichtigung der Definitionen 
für die Ausrichtungen der Vektoren &�̇ und &-̇ parallel zu den Flächennormalenvektoren $'�,0  der ݉ 

ebenen Oberflächen %�,1, die die kleine Oberfläche %� bilden, führt zu:  

&�̇′(�, ��, �, �, �) · $'�,0 = 

= −2 ·
⎝⎜
⎜⎜⎜⎜
⎜⎜⎜⎜
⎛���(�, �, �, �)�����(�, �, �, �)�����(�, �, �, �)�� ⎠⎟

⎟⎟⎟⎟
⎟⎟⎟⎟
⎞′

·  ⎝⎜
⎛$9,'�,0$:,'�,0$;,'�,0 ⎠⎟

⎞ + &�̇,�(�, <>, �, �, �) + &-̇,�(�, <>, �, �, �). (5)
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3.2 Zonenmethode für den Temperatur abhängigen Strahlungsaustausch  

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gl. (5) beschreibt den Vektor der Wärmestromdichte, der 
infolge von Wärmeübertragung durch Strahlung an der äußeren Oberfläche %�,��� des kleinen Vo-

lumenelements wirkt (siehe Abbildung 4). Bei dieser Form der Wärmeübertragung erfolgt die Über-
tragung von Energie in Form von elektromagnetischen Wellen, so dass kein Medium für die Über-
tragung der Wärme notwendig ist (klassische Theorie der Strahlungsenergie). Die im 
Strahlungsaustausch stehenden Festkörper im Ersatzsystem des Aufheizprozesses verwandeln die 
innere Energie von Molekülen in einer dünnen Schicht unmittelbar unter der Oberfläche in die 
Energie elektromagnetischer Wellen [5]. Die emittierte Strahlung an der äußeren Oberfläche %�,��� 
eines Festkörpers wird durch die spezifische Ausstrahlung ?� (ܹ ݉ଶ⁄ ) als hemisphärische Gesamt-
größe beschrieben und hängt von den Werkstoffeigenschaften, der thermodynamischen Temperatur �� und der Oberflächenbeschaffenheit ab. Die elektromagnetischen Wellen durch Emission führen 
zu einer Bestrahlung bzw. Einstrahlung mit der Bestrahlungsstärke �� (ܹ ݉ଶ⁄ ) der restlichen Ober-
flächen, die sich im Strahlungsaustausch befinden. Die Bestrahlungsstärke beschreibt den eintref-
fenden Energiestrom durch elektromagnetische Wellen im Halbkugel-förmigen Raum über einem 
infinitesimal kleinen Flächenelement !% durch Integration über alle Wellenlängen. Die auftreffende 
Strahlung kann vom Festkörper absorbiert, also in innere Energie umgewandelt, mit Reflexionsgrad @� reflektiert oder transmittiert werden [6]. Unter der Annahme von Grauen Lambert-Strahlern 
hängt die Bestrahlungsstärke von der vierten Potenz der absoluten Temperatur �� der äußeren Ober-
fläche %�,��� des Festkörpers ab:  

M� = A� · B · ��4. (6)

Die Differenz zwischen emittierter und reflektierten Strahlungsflussdichte und der auftreffenden 
Bestrahlungsstärke wird als resultierende Netto-Wärmestromdichte durch Wärmestrahlung defi-
niert [5] und es resultiert die Energiebilanz:   

&�̇,� = M� + @� · �� − ��. (7)

 

Abbildung 4: Strahlungs-Energiebilanz für die äußere Mantelfläche %�,��� eines kleinen Volumenelements �� 
eines Vorformlings im Ersatzsystem 

Das Vorzeichen der resultierenden Netto-Wärmestromdichte &�̇,� der kleinen Oberfläche %�,��� des 

Festkörpers entscheidet über die Vorzeichen der ersten Ableitungen sowohl von der inneren Energie ��		��,� als auch von der Temperatur �� des zugeordneten kleinen Volumenelements �� basierend auf 

der Energieerhaltung nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik in Gl. (1) bei Vernachlässi-
gung der Effekte Wärmeleitung und Konvektion. Die Temperatur �� bestimmt wiederum die spezifi-
sche Ausstrahlung ?� und folglich die Bestrahlungsstärken � von allen im Strahlungsaustausch be-
findlichen kleinen Oberflächen %���, die entweder direkt von der kleinen Oberfläche %�,��� bzw. 
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indirekt durch eine andere kleine Oberfläche %���, die die elektromagnetischen Wellen von der 

Oberfläche %�,��� empfängt und teilweise reflektiert, angestrahlt werden. 

Die Veränderungen der Bestrahlungsstärken � führen zu Strahlungsungleichgewichten der kleinen 
Oberfläche %���, die wiederum eine Veränderung der Temperaturen �  und der spezifischen Aus-

strahlungen ?  infolge der zeitlichen Gradienten der inneren Energien � der zugeordneten kleinen 
Volumenelemente mit sich bringt. Die Ausführungen zeigen, dass für die Bestimmung des resultie-
renden Netto-Wärmestroms &�̇,� einer kleinen Oberfläche %�,��� stets die Energiebilanzen von allen 

Oberflächen, die sich im Strahlungsaustausch befinden, simultan und zeitvariant betrachtet werden 
müssen. Zudem ist eine gekoppelte Berechnung der Wärmeübertragungsmechanismen Wärmelei-
tung, Wärmestrahlung und Konvektion aufgrund der Abhängigkeit der Wärmestromdichten von der 
Temperatur erforderlich.   

Die Einführung von zwei rückstrahlenden Wänden, deren Flächennormalenvektoren in Förder-
Richtung zeigen und deren auftreffende Bestrahlungsflüsse vollständig reflektiert werden (@� = 1) 
(siehe Abbildung 3), ermöglicht die Betrachtung des Ersatzsystems als ein geschlossener Hohlraum. 
Für die Lösung des oben beschriebenen Problems des Strahlungsaustausches kommt die von Hottel 
formulierte Zonenmethode bzw. Net Radiation Method nach Siegel [7] und Baehr [5] zur Anwen-
dung. Es werden die nachfolgenden Annahmen nach Gebhart [8] getroffen: 

 Betrachtung aller kleiner Oberflächen %���, sogenannte Zonen, als Graue Lambert-Strahler 
 Diffuse Emission und Reflexion, d.h. konstante Strahldichte über alle Raumwinkel der 

durchstrahlten Halbkugeln einer Zone  
 Konstante thermodynamische Eigenschaften einer Zone, z.B. Gesamt-Emissionsgrad 
 Diskretisierung nicht-isothermer Wände durch Folge genügend kleiner isothermer Zonen 
 Vollständige Absorption der eindringenden Strahlung A� · �� ins Innere eines Festkörpers mit 

Schichtdicke größer als maximale Eindringtiefe (6) 
 Keine Absorption, Emission und Streuung der elektromagnetischen Wellen im eingeschlos-

senen Hohlraum zwischen den Zonen 
 

Das grundlegende Ziel der Zonenmethode ist es, die Strahlungs-Energiebilanzgleichungen für alle 
Zonen für einen Zeitpunkt aufzustellen, diese in einem Gleichungssystem (GLS) zusammenzufassen 
und durch Invertierung einer Matrix, die die geometrischen Sichtverhältnisse der Zonen zueinander 

beschreibt, die gesuchten Wärmestromdichten &�̇,� zu berechnen. Hierfür wird die Helligkeit E� (ra-

diosity) der Zone ݅ als Summe der spezifischen Ausstrahlung für Emission und Reflexion eingeführt: 

E� = M� + @� · �� (8)

&�̇,� = H� − ��. (9)

Des Weiteren erfolgt die Definition eines Sichtfaktors bzw. Configuration Factors als das Verhältnis 
zwischen der emittierten und reflektierten Strahlung einer Start-Zone ݅ zur Ziel-Zone ݆ und der ge-
samten emittierten und reflektierten Strahlung der Start-Zone ݅ zu allen Ziel-Zonen im Hohlraum:  

F�G = M�G + @� · E�GH� . (20)

In den Ausführungen von Siegel [7] wird gezeigt, dass das oben beschriebene Verhältnis ausschließ-
lich von der relativen geometrischen Positionierung der Start- und Ziel-Zone abhängt. Es folgt mit 
der Länge ! des Verbindungsvektors zwischen den beiden Flächenschwerpunkten und den beiden 
eingeschlossenen Winkel J� und JG zwischen den Flächennormalenvektoren und dem Verbindungs-

vektor: 
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F�G = 1K · %�,��� · ∫ ∫ cos(J�) · cos(JG)!2 !%G!%�
 

'P,QRS

 

'�,QRS
. (11)

Für die analytische bzw. numerische Lösung des zweifachen Oberflächenintegrals werden die ein-
schlägigen Tabellen für finite Zonen in Abhängigkeit von ihrer Geometrie und ihrer relativen Posi-
tionierungen u.a. in [9] herangezogen. Die Voraussetzung des geschlossenen Hohlraums und folglich 
die Realisierung eines verlustfreien Strahlungsaustausches ermöglicht die Formulierung des auftref-
fenden Strahlungsflusses auf die Zone ݅ als Summe über die emittierten und reflektierten Strah-
lungsflüsse von allen restlichen $ Zonen: 

A�,��� · �� = ∑ MG� + @G · EG�
	

G=1
. 

(32)

Für alle Zonen ohne gesteuerte Wärmezufuhr, z.B. von Vorformlingen und von Reflektoren im Heiz-
raum, folgt als Strahlungs-Energiebilanzgleichung:   

෍൫ߜ௜௝ െ ሺ1 െ ௜ሻߝ ൉ ௜௝൯ܨ ൉ H௝௡
௝ୀଵ ൌ ௜ߝ ൉ ߪ ൉ ௜ܶସ		ሺ13ሻ			mit	dem	Kronecker	Symbol	ߜ௜௝:	ߜ௜௝ ൌ ൜0						݂üݎ	݅ ് ݆1					݂üݎ	݅ ൌ ݆  (44)

Die Wärmestromdichte durch Wärmestrahlung &�̇,� in Gl. (9) zulässt sich durch die Definitionen für 

die Helligkeit W> Gl. (8) und für die spezifischen Ausstrahlung ?� von Grauen Lambert-Strahlern 
Gl. (6) als Funktion in Abhängigkeit der Temperatur ��, der Helligkeit W> und des Emissionsgrads A� 
der kleinen Oberfläche %�,��� der Zone ݅ ohne gesteuerter Wärmezufuhr formulieren:  

&�̇,� = H� − �� = A�1 − A� · (B · ��4 − H�(� (�), 
�(�))). (55)

Für alle Zonen der IR-Lampen, die eine gesteuerter Wärmezufuhr und bekannte eingehende Netto-
Wärmestrome �̇�(
�(�)) als Funktion der zu stellenden und zeitvarianten Lampenleistungen 
�(�) 
besitzen, ergibt sich die Strahlungs-Energiebilanzbilanzgleichung: 

∑(\�G − F�G) · HG
	

G=1
= �]̇(
�(�)) 

A�,��� . (66)

Die Zonenmethode führt zu dem Gleichungssystem Gl. (17) für den Temperatur abhängigen Strah-
lungsaustausch mit Betrachtung des Ersatzsystems als geschlossener Hohlraum (siehe Abbildung 5). 

Die Matrix ?(F�G, A�) wird als Sichtfaktormatrix bezeichnet und beschreibt die Sichtverhältnisse ei-

ner Zone zu jeder anderen Zone im Hohlraum mithilfe der zweifachen Oberflächenintegrale aus 
Gl. (11). Die prozessbedingte Rotation eines Vorformlings um seine Symmetrieachse mit Rotations-
winkel ^(�) verändert die Sichtverhältnisse während der translatorischen Fahrt des Ersatzsystems 
durch die Aufheizstrecke (siehe Abbildung 5), so dass eine Ressourcen-aufwändige Analyse der 
Sichtverhältnisse und eine anschließende Neuberechnung der Sichtfaktoren mit den analytischen 
und numerischen Ansätzen in [9] zu den einzelnen Simulationszeitpunkten erforderlich werden. Im 
Rahmen des Berechnungsvorgangs eines Simulationszeitpunkts werden die nachfolgenden Schritte 
für jede Start-Zone zu jeder Ziel-Zone durchlaufen: 

 Schattenanalyse: Wird die Ziel-Zone durch andere Zonen aus Sicht der Start-Zone verdeckt? 

 Richtungsanalyse: Durchschreitet der Verbindungsfaktor die Halbkugeln des Strahlungsaus-

tausches beider Zonen? (Rückwärtige oder innenliegende Bestrahlung) 

 Oberflächenintegration: Auswahl des Berechnungsansatzes in Abhängigkeit von relativer Po-

sitionierung und Neuberechnung des Integrals 
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Abbildung 5: Interpretation des GLS im Ersatzsystem 

In den nächsten Schritten erfolgen die Lösung des Gleichungssystems durch Berechnung der Pseudo-
Inversen ?−1(F�G, A�) der Sichtfaktormatrix und die anschließende Ermittlung der Wärmestromdich-

ten &�̇ basierend auf den berechneten Helligkeiten H nach Gl. (15). Die oben aufgeführten Schritte 

sind iterativ für jeden Simulationszeitpunkt zu durchlaufen. Die folgenden Nachteile des oben be-
schriebenen Ablaufs stehen im Widerspruch zu der geforderten Echtzeitfähigkeit und der Online-
Ausführbarkeit des Digitalen Prototyps als Kern der Optimierung in der Modell-basierten prädikti-
ven Regelung: 

 Arbeitsspeicherbedarf Pseudo-Inverse Sichtfaktormatrix: 23 GB 

 Rechendauer Matrix-Invertierung: >60s 

 Anzahl Zeitschritte für gesamte Aufheizphase: >5000 

Des Weiteren ermöglicht die Neuberechnung der Sichtfaktormatrix und deren Pseudo-Inverse für 
jeden Simulationszeitpunkt im oberen Verfahren keine Formulierung einer Zeit- und Stellgrößen-
abhängigen Funktion der Helligkeiten H, so dass keine geschlossene Funktion oder Differentialglei-
chung mit den gekoppelten Effekten Wärmeleitung, Wärmestrahlung und Konvektion als resultie-
rendes mathematisches Modell abgeleitet werden können. 

Infolgedessen wurden Algorithmen zur Reduktion der Zonenanzahl, zur dynamischen Vernetzung 
der Oberflächen und zur zeiteffizienten Lösung des Gleichungssystems untersucht und teilweise neu 
entwickelt. Zudem wurde ein Approximationsverfahren zur analytischen Beschreibung der Rotati-
onswinkel Abhängigkeit der Pseudo-Inversen definiert und umgesetzt. Folglich entfallen die iterative 
Bestimmung der Sichtfaktoren und die anschließende Neuberechnung der Pseudo-Inversen für je-
den Simulationszeitpunkt. Stattdessen ist die initiale Ermittlung und Invertierung der Sichtfaktor-
matrix unter einem beliebigen Rotationswinkel ^(�0) im Rahmen des Preprocessing ausreichend. Die 
Algorithmen zur Zonen-Reduktion und zur dynamischen Vernetzung basieren auf einer Analyse der 
Sensitivität einer Zone und deren Sichtfaktoren auf die resultierenden Wärmestromdichten und auf 
die Approximationsgüte der zweifachen Oberflächenintegrale. Diese ermöglichen eine Reduktion 
des Arbeitsspeicherbedarfs der Pseudo-Inversen um ca. 80%.  
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3.3 System an partiellen Differentialgleichungen als Digitaler Prototyp 

Die Sortierung der Terme der Strahlungs-Energiebilanzgleichungen nach den Helligkeiten und das 
Zusammenfassen in einem Unbekannten-Vektor als rechte Seite des Gleichungssystems für den 
Strahlungsaustausch ermöglicht die Substitution von H�(� (�), 
�(�)) in Gl. (15) durch die Lösung des 

Gleichungssystems Gl. (17) mit der Pseudo-Inversen ?−1̂̂�(^) als Funktion über den Rotationswinkel ^(�). Diese Lösung umfasst die Temperaturen � (�) der isothermen kleinen Volumenelemente, die 

thermodynamischen Parameter und die Elemente der Inversen der Sichtfaktormatrix ?−1̂̂�(^), so 
dass der Wärmestromdichten-Vektor für Wärmestrahlung aḃ(�, ��, �, �, �) in Gl. (5) analog zu dem 

entsprechenden Vektor für Wärmeleitung &*̇,�(�, �, �, �) als Funktion mit der Temperatur �� als Argu-

ment ausgedrückt werden kann. Durch Approximation der Länge des konvektiven Wär-
mestromdichten-Vektors:  

∥&-̇,�(�, ��, �, �, �)∥ = ^��;/f���(��) · (�∞ − ��(�, �, �, �)). (78)

mit ^��;/f��� als unbekannter Wärmeübergangskoeffizient der erzwungenen oder freien Konvektion 

wurden alle unbekannten Anteile des Wärmestromdichten-Vektors &�̇′(�, ��, �, �, �) · $�(�, �, �) in Ab-

hängigkeit der gesuchten Temperatur �� ausgedrückt. Die Substitutionen der partiellen Ableitung 
der inneren Energie ��		��,�(�, ��) durch das Volumenintegral in Gl. (2) und des resultierenden Wär-

mestroms �̇�(�, ��) durch das Oberflächenintegral in Gl. (3) führen zu einem System an nichtlinearen 
partiellen Differentialgleichungen (DGLs). Jede Differentialgleichung des Systems ist einem kleinen 
Volumenelement im Ersatzsystem zugewiesen. 

Beispielhaft wird die partielle DGL in Gl. (19) für das kleine Volumenelement �� mit der äußeren 
Mantelfläche A�,��� als Teil eines Vorformlings gezeigt. Die variablen Koeffizienten h(��) sind Funkti-

onen in Abhängigkeit der vertikalen Position eines kleinen Volumenelements. Der inhomogene An-

teil umfasst die Rotationswinkel abhängige Pseudo-Inverse der Sichtfaktormatrix ?−1̂̂�(^). Durch den 
Vektor i  werden die zu stellenden Lampenleistungen im Vektor 
�(�) als Systemanregungen in den 

Differentialgleichungen aufgenommen. Analog zu der thermodynamischen Kopplung der kleinen 
Volumenelemente durch Wärmeleitung besitzt eine DGL eine Kopplung zu den Differentialgleichun-
gen von benachbarten kleinen Volumenelementen durch die räumlichen partiellen Ableitungen. Die 
Lösung des Systems an DGLs stellt eine geschlossene Lösung der Wärmeübertragungsmechanismen 
Wärmeleitung, Wärmestrahlung und Konvektion mit Berücksichtigung des instationären Tempera-
turprofils �j,…,k(�) der Vorformlinge und folglich des dynamischen Strahlungsaustausches mit Refle-

xion im geschlossenen Hohlraum dar. Die thermodynamischen Parameter tauchen sowohl im inho-
mogenen Anteil als auch in den Funktionen der variablen Koeffizienten auf:  

h11(��) · ���(�, ��, ��, ��)�� + h01(��) · ��(�, ��, ��, ��) + h04(��) · B · ��(�, ��, ��, ��)4 − 
−h12(��) · ��� (�, �� + 12 · ∆�, ��)�@ − h13(��) · ��� (�, ��, �� + 12 · ∆�)

�� + h14(��) · ��� (�, ��, �� − 12 · ∆�)
�� = 

= h04(��)B · (1 − A�) · (?−1̂̂�(^(�)) · i (
�(�))) + ^��;(��) · A�,��� · �∞. 
(89)

 

Unter den Gesichtspunkten der numerischen Stabilität und Rechenzeit erfolgte eine günstige zeitli-
che und räumliche Diskretisierung mit Anwendung der expliziten Differenzenmethode. Für die Vali-
dierung der Güte des Digitalen Prototyps mit der physikalischen Modellbildung wurde die Statisti-
sche Versuchsplanung herangezogen, anhand derer ein Datensatz bestehend aus 8 Lernmustern 
empirisch gewonnen wurde. Ein Lernmuster setzt sich zum einen aus einem Tupel mit den zu stel-
lenden elektrischen Eingangsleistungen der IR-Lampen 
� als Systemanregung und zum anderen 

aus den Bildern der Vorformlinge der IR-Kamera am Ende der Aufheizphase als Systemantwort zu-
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sammen. Aus dem Bildinformationen wurden die thermodynamischen Temperaturen an insgesamt 
27 Positionen an der äußeren Mantelfläche eines Referenz-Vorformlings abgeleitet. 

Die Abbildung 6 veranschaulicht die absoluten Differenzen t zwischen den Messwerten �̃ und den 
Simulations-Ergebnissen �̂ des Digitalen Prototypens für alle Lernmuster aufgetragen über die Vor-
formlings-Höhe. Es wird ersichtlich, dass sich alle Differenzen innerhalb eines kleinen Bereichs zwi-
schen േ4	ܭ befinden, wobei die gemessenen Temperaturen mehrere hundert Kelvin überschreiten. 
Die initiale und einheitliche Parametrierung des mathematischen Modells mit einer einzigen Kom-
bination der thermodynamischen Parameter für alle Simulationen mit den verschiedenen Sys-
temanregungen der Lernmuster verdeutlicht die erreichte hohe Güte des Modells. Als Gütekriterien 
werden die empirische Standardabweichung B der oben beschriebenen Temperaturdifferenzen t 
über die w Lernmuster für jede diskrete Höhe des Vorformlings berechnet:  

B = √ty · tw − 1. (20)

Die Fit-Güte, basierend auf dem Normalized Root-Mean-Square-Error (NRMSE), ermöglicht eine Be-
urteilung der Güte unabhängig von der Skalierung. Es werden die absoluten Temperaturdifferenzen t in Relation zu den absoluten gemessenen Temperaturprofilen �̃ gesetzt:  

zf�� = 100 · (1 − √ty · t∥� ̃ − �∥). (29)

Beide Gütekriterien deuten auf eine hohe und über die Vorformlings-Höhe näherungsweise konstan-
te Güte hin (siehe Abbildung 6). Eine Ausnahme bildet das erste Level in der Nähe des Tragrings: In 
diesem Bereich kommt es gewöhnlich zu hohen Temperaturgradienten aufgrund einer starken er-
zwungenen Konvektion im unmittelbar darüber liegenden Mundstückbereich des Vorformlings bei 
zugleich hohen Lampenleistungen und folglich hohen geforderten Temperaturen im darunter lie-
genden Bereich. Kleine Positionsabweichungen des Vorformlings im aufgenommenen Bild der IR-
Kamera führen zu einer großen Amplitude des Rauschens bei der Temperatur-Berechnung und da-
mit zu einer erhöhten empirischen Standardabweichung B im ersten Level verglichen mit den restli-
chen Messpositionen in tieferen Bereichen. 

 

Abbildung 5: Validierung des Digitalen Prototyps mit Lernmustern aus Messungen: a) Differenzen der äußeren 
Temperaturen eines Vorformlings, b) Kriterien für die Modell-Güte 
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4 Zusammenfassung 

Es wurde ein Konzept für die Prozessregelung der Qualität von streckblasgeformten PET-Behältern 
aufbauend auf einem Modell-basierten prädiktiven Regelungsansatz erarbeitet. Als Kern der zur 
Laufzeit durchgeführten Optimierungen dient ein Digitaler Prototyp der transienten Aufheizphase 
als mehrdimensionale und nichtlineare Regelstrecke. Mit dem Ansatz der physikalischen Modellbil-
dung resultierte ein mathematisches Modell, das die Kopplung der Wärmeübertragungsmechanis-
men im Aufheizvorgang zeitlich dynamisch und in Abhängigkeit der Stellgrößen beschreibt. Durch 
die generalisierte Abbildung der physikalischen Zusammenhänge wurde die Simulation und die Re-
gelung von relevanten Prozessgrößen, die aus messtechnischen Gründen nicht erfasst werden kön-
nen, ermöglicht. Die geschlossene Formulierung als ein System von partiellen Differentialgleichun-
gen und die kurze Rechenzeit von nur wenigen Sekunden sind die Voraussetzungen für die 
Anwendung des Digitalen Prototyps in den Optimierungsalgorithmen unter Echtzeitbedingungen. 
Die erzielte hohe Modellgüte bei dem Vergleich zwischen den gemessenen und simulierten System-
antworten für verschiedene Systemanregungen lassen auf eine präzise und allgemeingültige Abbil-
dung des Systemverhaltens schließen. 
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