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Ein neues Verfahren zur
Modellierung linearer Systeme

Experimentelle Modellbildung mit Ein- und Ausgangsdaten

Peter Zentgraf, Technische Hochschule Rosenheim

Es wird ein Verfahren zum Simulieren von Vorgdngen vorgestellt, das auf der Messung des Eingriffs in ein reales System und
dessen gemessener Reaktion beruht. Das Verfahren ist vollstandig transparent, denn die notwendigen theoretischen Voraus-
setzungen zum Verstdndnis des Verfahrens bestehen nur aus Lehrinhalten aus dem Bachelorstudium fiir Ingenieure: das Losen
linearer DGLs mit konstanten Koeffizienten, die Laplace-Transformation und die Methode der kleinsten Quadrate. Es kommt ohne
nichtlineare Optimierer oder Iterationen aus, weil die Losung in zwei analytischen Gleichungen ausgedriickt werden kann. Das
Verfahren hat in der Praxis ein grofRes Einsatzspektrum, denn es ist auf stabile und instabile Systeme mit und ohne Ddmpfung
anwendbar. Fiir die Wahl des Eingangssignals gibt es keine Einschrdnkung und die Anfangsbedingungen kénnen mitgeschdtzt
werden. Das Verfahren kann im offenen und im geschlossenen Regelkreis eingesetzt werden.

#Experimentelle Modellbildung #Simulation #Lineare DGL #Einfachheit

A new method for modelling linear systems

Experimental modelling using input/output data

A novel method is presented for simulating technical processes on the basis of measured reaction of a system excited by a
known input signal. The method is fully transparent and involves only linear differential equations, Laplace transformations,
and the least squares method. There is no need for a nonlinear optimizer or an algorithm requiring iterations, and the solutions
can be expressed by two linear matrix equations. The method can be used for a wide range of practical applications because
the initial conditions can also be estimated it is applicable for stable or unstable systems, for open or closed loop systems and
for dynamic processes in progress.

#experiment-based modelling #simulation #linear differential equations #simplicity

Zur Lésung einer regelungstechnischen Entwurfsaufgabe
bendtigt man ein Simulationsmodell der Regelstrecke. Ent-
weder verwendet man es, weil es die meisten Entwurfsver-
fahren zur Bestimmung der Reglerparameter als gegeben vor-
aussetzen oder weil man das Verhalten des Regelkreises zur
Verifikation des gewlinschten Verhaltens gefahrlos simulieren
mochte, bevor man den Regler in dem realen geschlossenen
Regelkreis verwendet.

Die Haupt-Motivation zur Entwicklung des hier vorgestell-
ten Verfahrens ist es, Bachelor-Studenten der Ingenieurwis-
senschaften aus dem héheren Semester, die zum ersten Mal
mit Regelungstechnik in Beriihrung kommen, ein méglichst
allgemein anwendbares Verfahren zur Bildung von Strecken-
Ubertragungsfunktionen an die Hand zu geben, das von der
Theorie her vollstandig transparent und allein mit dem aus
der Mathematik bisher Gelernten fiir sie verstehbar ist.
Grundsatzlich gibt es zwei verschiedene Arten, ein Simulations-
modell der Regelstrecke zu gewinnen [1]: Bei der physikalischen

oder theoretischen Modellbildung werden physikalische
Erhaltungssatze auf den idealisierten, sprich vereinfachten
technischen Vorgang angewendet und nach den gewahlten
Ein- beziehungsweise Ausgangssignalen umgeformt. Diese Vor-
gehensweise kann sehr zeitaufwendig sein. Es kommt auch
oft vor, dass Parameter des Modells meist unbekannt sind. Bei
der experimentellen Modellbildung [1, 2] geht man von einem
gemessenen Ein- beziehungsweise Ausgangssignal aus und
gleicht Giber mehr oder weniger aufwendige Optimierungsver-
fahren die simulierte Antwort an die gemessene Antwort an.
Den bislang bekannten experimentellen Verfahren [1, 2] ist
gemein, dass sie eines oder mehrere der folgenden Merk-
male aufweisen:

» Sie sind nur auf bestimmte Streckentypen anwendbar.

» Sie sind nurim offenen Kreis und mit nur speziellen, meist
sprungférmigen Testsignalen anwendbar.
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» Sie gehen von einer Regelstrecke in der Ruhelage aus.

» Sie erfordern den Einsatz komplizierter mathematischer
Optimierungsverfahren.

» Sie identifizieren die Koeffizienten zeitdiskreter
z-Ubertragungs-funktionen.

Bei dem letzten Merkmal kdnnte man sich fragen, was denn
der Vorteil sei, direkt im zeitkontinuierlichen Laplace- bezie-
hungsweise s-Bereich zu identifizieren. Denn eine Identifika-
tion im z-Bereich mit anschlieRender Riicktransformation in
den s-Bereich ergébe ja auch eine s-Ubertragungsfunktion.
Der Unterschied liegt darin, dass sich abhangig von den
Ricktransformationsverfahren - zum Beispiel ausgehend
von dem Euler-Vorwarts-, Euler-Riickwarts- oder dem Tustin-
Verfahren [1] - verschiedene s-Ubertragungsfunktionen teil-
weise mit unterschiedlichen Zahler-Ordnungen ergeben.
Somit verlieren auch die riickgerechneten Koeffizienten der
s-Ubertragungsfunktion ihre physikalische Bedeutung. Mit
dem hier vorgestellten Verfahren hingegen lassen sich in dem
RC-Netzwerk-Beispiel in Abschnitt 2.1 aus dem Identifikati-
onsergebnis tiber die Gleichungen (36), (37) wieder die Werte
des elektrischen Widerstandes und die der Kondensatoren
errechnen.

In [3] wird ein Verfahren [4] zitiert, das dem hier vorgestellten
Verfahren dhnelt. Allerdings muss sich dort als Vorausset-
zung fiir die Anwendbarkeit das System in der Ruhelage
befinden. In dem hier vorgestellten Verfahren kénnen auch
die Anfangsbedingungen mitgeschatzt werden. Ferner wer-
den mehr Freiheitsgrade in der Verbesserung der Modellglite
verwendet. Die Herleitung hier mit Hilfe der Laplace-Trans-
formation ist auch deutlich transparenter.

1. Beschreibung des Identifikationsverfahrens
Die Aufgabenstellung ist die Folgende: Aus einem einzigen
Datensatz mit fehlerhaft gemessenen Eingangssignal u(z) und
Ausgangssignal y(?) soll das komplette, allgemeine System-
verhalten des Modells bestimmt werden - dabei beschrankt
sich der vorliegende Beitrag der Einfachheit halber und ohne
Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit auf die linearen zeitin-
varianten DGLs und nimmt die Messfehler als mittelwertfreie
Zufallszahlen an. Das Eingangssignal sollte genug Dynamik
besitzen, damit die Ableitungen von Ein- und Ausgangssignal
moglichst in einem groflen Zeitabschnitt von Null verschieden
sind. Denn nur in diesem Fall lassen sich die zugehdrigen Koef-
fizienten numerisch sicher berechnen. Hat man im anderen
Extremfall nur das stationére Verhalten eines Systems zur Verfi-
gung, so liefle sich nur ein reines Proportionalglied identifizie-
ren. Das Ziel der Identifikation soll sein, auch fiir vollkommen
andere Eingangssignale das zugehdrige Ausgangsverhalten
vorherzusagen, ohne erneut messen zu miissen.

1.1 Beschreibung der Regelstrecke im Zeitbereich

Das dynamische Verhalten eines linearen - oder um einen
Arbeitspunkt linearisierten - zeitinvarianten Systems mit
EingangsgroRe u(?) und AusgangsgroRe y(z) lasst sich
in Form einer DGL (DGL) folgendermafien beschreiben:

bo - Y(6) + by - J() + by - F(O) .. +by - Y (£) =
g () + ay - () + ay - GO+ +ay, - 10

(1)

Dabei ist die Methode aber nicht auf lineare Systeme
beschrédnkt. Auch nichtlineare Systeme lassen sich haufig
in eine passende Form umformen. Entscheidend ist viel
mehr, ob die zu identifizierenden Systemparameter linear
in der Systembeschreibung vorkommen oder, wenn das
nicht der Fall ist, ob sie wie im vorliegenden Fall durch
Ersetzen von ZwischengréfRen in die passende Form
gebracht werden, um anschliefend die ZwischengréfRen
wieder nach den eigentlich gesuchten Systemparametern
aufzuldsen.

Willkiirlich kann man die gesamte Gleichung (1) durch einen
der Koeffizienten (der nicht Null sein darf) teilen. Die DGL wird
so auf einen Koeffizienten normiert. Auf eine entsprechende
ausfiihrlichere Nomenklatur wie beispielsweise 51 =b/b,
wird hier verzichtet, da sich die DGL nicht verandert hat. Die
Folge ist, dass sich die Anzahl der unbekannten Koeffizienten
um eins verringert und ein Koeffizient auf Eins gesetzt wird.
Alternativ hatte man auch durch -b_oderdurch-10- b _teilen
kénnen: Dann wiirde ein Koeffizient auf den Wert -1 bezie-
hungsweise -0.1 gesetzt.

Im Grunde genommen kann man den Wert eines Koeffizien-
ten frei wahlen. Ware die Messung perfekt und handelte es
sich exakt um ein wie in Gleichung (3) beschriebenes System,
dann hatte dieses Vorgehen keinen Einfluss auf die zu bestim-
mende DGL. Weil aber das nicht der Fall ist, andern sich die
Ergebnisse und man erhalt weitere mogliche Losungen: Hier
ist ein Freiheitsgrad versteckt, mit dem sich die Modellglte
verbessern lasst. In den folgenden mathematischen Beschrei-
bungen wurde willkirlich b = 1 gesetzt.

Das Verfahren wird ohne Einschrankung der Allgemeingiiltig-
keit anhand einer DGL dritter Ordnung (in Gleichung (1) mit
m=0, n=3) vorgestellt:

b -y(t) + by -y(@) + by - J(O) +1-F(8) = ao-u(®)  (2)

Diese Gleichung lasst sich fiir die Korrespondenz mit dem
allgemeinen Laplace‘schen Differentiationssatz

) — ®

f@®)=s"F(s)— ) f(0) s"*1 (3)

k=0

fir Ein- und Ausgangssignale in den Laplace-Bereich
transformieren.

1.2 Beschreibung der Regelstrecke im Laplace-Bereich

In der Praxis hat man es mit kontinuierlich betriebenen Prozes-
sen in Produktionsstatten zu tun, die man nur in Ausnahme-
fallen aus einer Ruhelage heraus starten kann. Es ist kaum
davon auszugehen, dass ein Prozess nur flir eine Modellbil-
dung gestoppt und dann aus der Ruhelage hochgefahren wird.
In einem laufenden Prozess aber haben die Ableitungen des
Ausgangssignals nicht gleichzeitig alle den Wert Null, das hei3t
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y,=y,=y,=0 gilt nicht. Fir die Laplace-Transformierten der
einzelnen Summanden aus Gleichung (2), (3) ergibt sich fiir
nicht verschwindende Anfangsbedingungen:

by - y(t) o= by - Y (s) (4)
by - y(t) o= by - (s-Y(s) = ¥o) (5)
by - J(t) o by - (s* - Y(s) =5 - ¥o — Yo) (6)
1 §(t) oo s -Y(s) = s* ¥ =5 Vo~ Jo (7)
ag - u(t) oo ay - U(s) (8)

Es werden ohne Einschrankung der Allgemeingultigkeit nur
Eingangssignale u(?) betrachtet, die fiir # < 0 den Wert Null
haben, das gilt dann auch fiir alle Anfangswerte der Ableitun-
gen. Die Anfangswerte des Ausgangssignals y(z) kdnnen fiir
¢ < 0 beliebige Werte ungleich Null annehmen, sie reflektieren
den allgemeinen Zustand des Systems aus der Vergangenheit
bis zum Zeitpunkt ¢ = 0, der nicht unbedingt einer Ruhelage
entsprechen muss.

Im Allgemeinen sind die Aufnahme der Messdaten und die
Auswahl des Messbereichs flir die Schatzung unabhangig
voneinander. Es ist sogar wichtig, nicht alle Messdaten fiir die
Schatzung zu verwenden, damit man das ermittelte Modell
auch anhand von unabhéngigen Messdaten liberpriifen kann.
Das Gleiche gilt fiir den Zeitpunkt, den man als Anfang fest-
legt, ab dem geschatzt wird. Dieser kann, aber muss nicht
mit dem ersten aufgenommenen Datensatz (ibereinstimmen.
Fir Sensitivitatsanalysen empfiehlt es sich auRerdem, den
Bereich der Messdaten, der fiir die Schatzung verwendet wird,
zu verandern.

Als Wert der Anfangsbedingungyo wird der Messwert an dem
Zeitpunkt verwendet, der als Anfang festgelegt wurde; das
hat auch den Vorteil, dass die Simulation exakt mit demsel-
ben Wert der Messung beginnt. Die Anfangsableitungenyo,)’/’{)
sollte man genau wie die unbekannten Koeffizienten bo, b,,
b, a mitschitzen. Denn bekanntermalen ist die numme-
rische Differentiation von verrauschten Signalen fehleran-
fallig; das heildt, selbst ein im Prinzip konstantes Signal wie
beispielsweise y(z) = 5,00 V' = const. aus einer elektrischen
Gleichspannungsquelle hat nie einen absolut glatten Ver-
lauf, sondern ist immer von zufalligen Anteilen (Rauschen)
Uberlagert. Man erhalt beliebig steile Flanken zwischen den
einzelnen Messpunkten. Der Differenzenquotient 4y/At, mit
dem sich die Ableitung bei rauscharmen Signalen annahern
lasst, wird auf diese Weise bei sehr kleinem 4t beliebig groR.
Dieser Effekt verstarkt sich mit hoheren Ableitungen. Beim
Integrieren hingegen verkleinert sich der Einfluss. Die Rau-
schanteile werden dann herausgemittelt. Diese Uberlegung
motivierte das vorgestellte Verfahren in der Art, dass die in
einer klassischen DGL vorkommenden Ableitungen durch
Integration derselben vermieden werden; dieser Aspekt ist
dem in [4] beschriebenen Verfahren dhnlich, denn dort wird
unter der Annahme, dass die Anfangsbedingung verschwin-
det, ebenfalls die DGL integriert.

Laplace-Transformation von Gleichung (2) mit den Gleichun-
gen (4) - (8) ergibt

by -Y(s) +by-(s-Y(s) —yo) + by (s*-Y(s) =5 yo—¥o)
+s3-Y(s) —s% -y,

=S Yo~ Yo =a9-U(s)
(9)

AnschlieRendes Auflésen nach Y(s) l6st die DGL im Laplace-
Bereich unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen Yy
V,¥,und Auflésen nach dem Ausgangssignal:

Y(s)(by + by - s+ by - 5% +5%)

=ao'U(S)+b1'YO+b2)70+yo+5'(b2'}’0+5’0)+52'}’0
(10)

QAo
(b0+b1'5+b2'52+53)
Teil 1 (11)

by - yo +byyo + 3o + 5 (by - Yo +¥o) + 5%y

(b0+b1'5+b2'52+53)
Teil 2

Y(s) =

-U(s) +

Es wird deutlich, dass sich das Ausgangssignal Y(s) in Glei-
chung (11) aus zwei Teilen zusammensetzt:

1. In Teil 1 wird das Eingangssignal U(s) ganz klassisch nur
ber die Ubertragungsfunktion G(s) auf den Ausgang tiber-
tragen. Das ist ausreichend, wenn die Anfangsbedingungen
Null sind.

2. Der Teil 2 enthalt nicht das Eingangssignal U(s) und
macht den Einfluss der Anfangsbedingungen deutlich.
Die Pole von Teil 2 sind die Pole der Ubertragungsfunk-
tion G(s). Die Nullstellen werden aus den Anfangsbedin-
gungeny v,y gebildet. Sind diese Null, dann ist auch
der ganze Ausdruck von Teil 2 Null. Mit Gleichung (11)
[asst sich das System mit Anfangsbedingungen ungleich
Null simulieren.

Im Laplace-Bereich entspricht einer Integration die Multipli-
kation mit //s. Aus diesem Grunde wird im nachsten Schritt
Gleichung (9) mit 1/s” multipliziert. Dadurch werden alle Mul-
tiplikationen mit ,,s“, welche im Zeitbereich den Ableitungen
entsprechen, vermieden. Aber auch eine Multiplikation mit
1/s* oder héherer Ordnung ist denkbar. Dieses Uberintegrieren
stellt somit einen weiteren Freiheitsgrad der Modellbildung der
hier vorgestellten Methode dar. Dadurch erhalt man weitere
Kandidaten zur Losung des Problems, aus denen dann das
beste Modell zum Beispiel im Sinne der kleinsten Abweichung
oder in Form einer gewiinschten Eigenschaft wie Stabilitat oder
Instabilitat ausgewahlt wird.

Somitist aus der klassischen DGL, die Ableitungen der Signale
enthalt, eine Integralbeziehung geworden. Dieses technisch
einfacher zu l6sende Ersatzproblem lautet sortiert nach den
Unbekannten wie folgt:
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1 T 1 1 1

(Y(S)_;'yo_5_2'3’0_5_3'3’0)"'1’2'(E'Y(s)_s_z'yo)
. 1 1 1 1

+bz'}’o'<—5—3)+b1'(S—Z'Y(S)—S—g')’o>+bo's—3'y(5)=

1
ao - = U(s)
(12)

In Gleichung (12) taucht das Produkt zweier Unbekannter
auf, namlich b2 ¥, das ebenfalls unbekannt ist. In dieser
Form lasst sich die Methode der kleinsten Quadrate [6] nicht
direkt anwenden, denn mit dem Ansatz des Verfahrens ist
es nicht moglich, dass sich zwei Unbekannte miteinander
multiplizieren. Es werden daher zwei Zwischengréfen, Yy
und y , eingefiihrt, die letztendlich doch eine Anwendung
der Methode erlauben:

1 1 1
Y(S)_)’o'§+b2'(;'Y(S)_S_Z')’o)‘F

1 1 1
b1'(S_Z'Y(S)_S?'YO>+I70'S_3'Y(5)_ (13)
o 1 o1 1
by - yo + Vo '$3 339 'S_zzao'U(S)'S_g
=:Y20 =Y10

Anschlieffend kann nach Berechnungvon »_von den errech-
neten Werten der Zwischengrofien aufyo,jiozurijckgerechnet
werden.

In Gleichung (13) entgeht man dadurch, dass y _als bekannt
angenommen wird, zwei zusatzlichen unabhangigen Zwi-
schengroRenfird -y undb, *»,- Weil aber die Unbekannten
b und b ebenfalls unabhéngig voneinander zu ermitteln sind,
kame es bei der Auflésung der Zwischengréfen fur b, -y, und
b, - y,zuWidersprichen.

Gleichung (13) lasst sich mit dem Laplace‘schen
Integrationssatz

L F(s) we [ = 10 (19

in den Zeitbereich zuriick transformieren. Das einfache Integral
im Zeitbereich wird abkirzend als f( bezeichnet, das zwei-
fache Integral mit f.0 und so weiter.

Die Laplace-Korrespondenzen

der Zeitfunktionen fiir 7 > 0 las-

sen sich wie folgt angeben [1]:

Den Zeitpunkt 7 , ab dem die Messwerte flir die Schatzung
verwendet werden, legt man danach fest, wie geeignet der
Messbereich fir die Identifikation ist. Es ist sinnvoll, mit
zwei Zeitkoordinaten zu arbeiten: Die eine Zeitkoordinate ¢
bezieht sich auf die Auswahl der Messdaten, und die andere
Zeitkoordinate 7 stellt den Beginn fiir die Schatzung dar.
Dann ist der Beitrag der unteren Integrationsgrenze bei der
Auflésung der bestimmten Integrale Null, und das reduziert
die Anzahl der Terme. Die spatere Systemsimulation soll aber
immer zum Zeitpunkt ,,0 s“ beginnen, Aus diesen Griinden
wird daher die Variable 7 eingefiihrt, welche diese Bedingung
erflllt, also an der Stelle ¢ = 1, den Wert { = 0 s hat. Es gilt
alsor=1-1, Der Ausgang y(#) wird dadurch zu (@) und
ebenso u(t) zu u(t) zu.

Entsprechend den Ausdriicken 1/s, 1/s” und 1/s° werden die
zugehdrigen Signale ein-, zwei- oder dreimal im Zeitbereich
integriert. Aus Gleichung (13) wird

1
y® = yo+ by (® —E30) + by (yu® =5 F o) +

N -

by - i (0) = =+ £ Y20 + T yi0 + ag - uy; (D).

(18)

Diese Gleichung wird nun an den Abtastzeitpunkten 7 =
[7,7,... 7] ausgewertet und pro Abtastzeitpunkt in Matrizen-
schreibweise als eigene Zeile zusammengefasst:

yi(€) — & - yo

+

[Y(E1) —Yo
: ‘b, +

y(&) — vl Lyi(@) — & - yo

'b1+

[y,,(f)_l.fz.y_ N
uN g o0 Viii (£1)
: i |- by

. 1 . (E
|yii (&) — 3 & vo] Yueltn)

j “Yio t

uiii(fﬂ
.

wi () (19)

Nach Umstellen der obigen Gleichung entsteht die passende
Form fiir die Bestimmung der Koeffizienten durch das Verfahren
der kleinsten Quadrate [6]:

y(fl)' - Yo

(&) = ol

1 y
Yo 5 %Yo (15) [ 1 [Zz]
i toyo—vi(t) S t-yvo—vut) —vui(t) wu(t) --&F t1i bl ‘
1 = : : : N
. — &0 -t 16 - ~ ~ ~ ~ ~ ~ a,
Yorg T Yo (16) ltn Yo—Yit) - Th-vo—yultn) —vuitn) wu(@) -3 th yzoo
ST : Gl
Yo 3 Yo = x
S 2 (20)
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yWahr yMess

0 2 4

Bild 1: Direkte und integrierte Sprungantworten eines PT3-Systems

Gesucht wird derjenige Vektor x, der in Gleichung (20) die Vek-
toren y und H - x einander annahert. Man bendtigt dazu ein
passendes Glitekriterium.

Bei Gleichung (20) handelt es sich um eine Auswertung der
dreifach integrierten DGL von Gleichung (2). Dies bedeutet, bei
perfekter Messung des Ausgangs y als Reaktion eines wirklichen
PT3-Systems wiirde man nur sechs Messungen bendtigen, um
in Gleichung (20) nach den sechs unbekannten Elementen des
x-Vektors aufzulésen. Da Gleichung (20) aber zur Bestim-
mung von x auch bei fehlerbehafteten Messungen verwen-
det werden soll, werden viel mehr als nur sechs Messungen
bendétigt, damit sich die Messfehler ausgleichen kdnnen.
Fiir die Verwendung von Gleichung (20) mit realen Messsignalen
wird zu jedem Abtastzeitpunkt ein unbekannter Fehler-Vektor e
hinzugefligt, der sowohl die nicht modellierbaren, zufalligen
Messfehler als auch die Modellierungsfehler beinhaltet:
y=H- -x+e. (21)
Fir das Modell in Gleichung (21) lasst sich dann ein erwar-
tungstreuerSchatzwertxfurdenwahrenx—Vektorx bestim-
men, das heillt der Erwartungswert E(x) = X unter der
Voraussetzung, dass die H -Matrix linear unabhangige Spalten
hat und genau wie der y-Vektor deterministisch ist [2]. Aber
das sind nicht alle Spalten der H-Matrix. Auch der j-Vektor in
Gleichung (21) beinhaltet die verrauschten Messungen des
Ausgangssignals.

Diesistin Bild 1 anhand der Sprungantwort des PT3-Systems
von Gleichung (44) veranschaulicht, die im linken oberen
Subplot die unverrauschte Sprungantwort mity, und als
verrauschtes Messignal y, _(modelliert als normalvertellte
ZufallsgroRe mit der Standardabwe|chung 0,03) zu sehenist.
Darunter ist ihre Differenz abgebildet. Diese Differenz wird
erheblich kleiner, wenn man diese beiden Signale numerisch
integriert (Subplot rechts oben) und wieder die Differenz bildet
(Subplot rechts unten). Das so entstandene Signal wird durch
Integration also ,,deterministischer®. Nun enthalt die H-Matrix
in Gleichung (20) aber nur integrierte Ein-/ und Ausgangs-

[ yWahr dt
----- [ yMess dt
4
2
0
0 2 4 6
5 041
124
© 005
20
>
T o0
°
£ -0.05
2
> -01
<

signale und ihre Spalten sind weniger empfindlich beziiglich
linearer Abhangigkeit. Diesen Effekt kann man sogar noch
verstarken, wenn man die DGL noch 6fter integriert, als es die
Ordnung verlangt. In Gleichung (12) wiirde das einer Multiplika-
tion mit //s* oder /s’ entsprechen. Auf diese Weise kann man
sich der Erwartungstreue weiter annahern und sich gleichzeitig
noch mehr mogliche Modelle generieren lassen.

Die Grofie des Fehler-Vektors e lasst sich in Abhdngigkeit vom
x-Vektor ausdriicken,

e(x)=y—H-x. (22)

Als MaR flir seine Léange dient die skalare Fehlerquadratsumme

J(x):

J@) =3 €"(0) - e(). (23)
Geht die Zahl J(x) gegen Null, gehen auch alle Elemente des
Fehler-Vektors e(x) gegen Null. Es wird nun derjenige x-Vektor
gesucht, der die Fehlerquadratsumme J(x) so klein wie moglich
macht. Die Losung wurde als Methode der kleinsten Quadrate
von Gauss [6] hergeleitet und kann analytisch wie folgt ange-
geben werden:

=(H"-H)'-HT.-¥. (24)
In Gleichung (24) ist eine Matrix-Invertierung des Produktes aus
der transponierten H-Matrix mit sich selbst enthalten, die nur
dann maglich ist, wenn die Spalten der H-Matrix unabhangig
voneinander sind: Dass der zu erwartende Einfluss der Mess-
fehler darauf gering ist, wurde bereits ausfiihrlich diskutiert.
Es kann noch mehr Griinde dafiir geben, dass die Spalten
nicht unabhangig voneinander sind, und somit keine Losung
existiert, zum Beispiel wenn:

a. die H-Matrix so viele enthalt Messdaten enthalt, dass
numerische Fehler eine Matrix-Invertierung verhindern.
In dem Fall sollte man die Messdaten ausdiinnen, bis eine
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Losung errechnet werden kann. Der so erhaltene Informa-
tionsverlust lasst sich durch Vergleich der Messdaten mit
der Simulation des Ausgangssignals Gberpriifen.

b. das Ein- oder das Ausgangssignal oder ihre Ableitungen
stationare Werte annehmen. Dann gehen die Werte in den
entsprechenden Spalten gegen Null und somit werden
sie immer dhnlicher. Dies sieht man auch direkt an der
DGL (1), denn offensichtlich kdnnen nur dann Koeffizien-
ten errechnet werden, wenn die zugehdrigen Ableitungen
ungleich Null sind. In dem Fall sollte natirlich ein anderer
Messbereich verwendet werden.

c. die Ordnung des zu identifizierenden Systems hoher
geschéatzt wird, als sie ist. Dies soll an einem zu identifi-
zierenden System erster Ordnung exemplarisch gezeigt
werden, dessen Systemverhalten nach Gleichung (2) wie
folgt beschrieben wird:

y(@®) + by - y() = ag - u(®). (25)
Das System werde wie in Bild 2 dargestellt durch einen Ein-
heitssprung angeregt. Die Reaktion am Ausgang y(¢) wird exakt
gemessen, um daraus die unbekannten Koeffizienten 5 und
a, bestimmen zu konnen. Bekanntermalien [1] l3sst sich die
Antwort mathematisch berechnen zu:
t
y(©) =ay-(1-e1). (26)
Der Einfachheit halber wird nun angenommen, dass auch die
Ableitung des Ausgangssignals, y(?), genau bestimmt werden
kann, sodass aus Gleichung (26) folgt
Qo

t
y(t)=—-e u

) @)

In dem Fall wird das Integrieren der DGL nach Gleichung (12)
Uberfllssig. So gelangt man zu einem dhnlichen und ebenfalls
Uberbestimmten Gleichungssystem wie in Gleichung (20),

[y@)] I[yx_tl) u(;1)]| :
vl |y ut)| S

7 H

(28)

aus dem sich dann die unbekannten Koeffizienten  und a,
bestimmen lassen. Nimmt man irrtimlich an, die Messungen
gehorten zu einem System zweiter Ordnung, so flihrt das auf
das Ersatzproblem

[Y(H)l I[}’(t1) Y(t1) u(t1)]| [bz]

: : : : by (29)
vl (9 3 ut) lao]
y H x
mit der zweiten Ableitung
wen Qo —bi _ _l.
(O = =3¢ =~ IO, (30)

Wegen Gleichung (30) sind nun die ersten beiden Spalten der

0.8
~06
04
0.2

O i i i i i i i i i

t/s
Bild 2: Eingangssprung und Ausganggsignal an einem System erster
Ordnung

H -Matrix in Gleichung (29) linear abhéngig und es existiert
keine Losung. Dieser Effekt taucht auch bei linearen DGLs
beliebiger Ordnung auf: Wird die Ordnung zu hoch angenom-
men, treten immer lineare Abhdngigkeiten in den Spalten auf.
Tritt dies bei einem Modellierungsvorgang auf, sollte man
die angenommene Ordnung reduzieren und die Berechnung
wiederholen.

In der Praxis kdnnen aber nicht berlcksichtigte Nichtlineari-
tdten dazu fihren, dass die Spalten linear unabhéngig vonei-
nander bleiben und eine gute Losung mit einer linearen DGL
fir den zu Grunde liegenden Ein- und Ausgangsdatensatz nur
vortauschen. Daher bendtigt man immer Messdaten, die nicht
fiir die Schatzung verwendet wurden, mit denen man dann
aber zur unabhéangigen Verifikation Simulation und Messung
miteinander vergleichen und damit das Modellierungsergeb-
nis bewerten kann. Dies wird noch an den Anwendungsbei-
spielen von Abschnitt 2 verdeutlicht.

Zusammenfassend gibt es fiir das praktische Vorgehen beim
Modellierungsprozess folgende Moglichkeiten:

1. Es gibt keine Losung x in Gleichung (24):
Die MaRnahmen sind:
» Die Ordnung der Ubertragungsfunktion reduzieren

» Ein anderes Ein- und Ausgangsdaten-Intervall
verwenden

» Die Anzahl der Daten ausdiinnen
2. Esgibt eine Losung x in Gleichung (24):

Die Prifmafinahme besteht darin, eine Simulation mit
dem identifizierten Modell durchzufiihren und die Giite mit
unabhéangigen Messdaten zu bewerten: Ist das Ergebnis
gut, dann hat man ein Modell gefunden, ist es schlecht,
handelt es sich um ein nichtlineares System.
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Bild 3: Schaltplan der elektronischen Regelstrecke [10]

Soll ausgewahlten Zeitabschnitten bei den Messdaten beson-
dere Bedeutung in der Berechnung zugewiesen werden - zum
Beispiel einen Bereich, in dem das Eingangssignal eine beson-
ders starke Dynamik aufweist und somit auch am Ausgang
ein ausgepragtes Einschwingverhalten - kann man einzelne
Elemente des Fehler-Vektors e(x) durch einen entsprechend
groRen Wert an der entsprechenden Stelle einer diagona-
len Wichtungsmatrix /7 wichten, sodass nun die gewichtete
Fehlerquadratsumme

JO) =-eT(x) - W-e(x), (31)
minimiert wird mit dem zugehérigen Ergebnis
£=H"-W-H)™*-HT-W-§. (32)

Somit sind nun die Koeffizienten der Ubertragungsfunktion b,
b,b,a, sowie die Zwischengrofien y,,und Y, berechenbar.
Die zwei sich aus Gleichung (13) ergebenden Bestimmungs-
gleichungen werden in ein lineares Gleichungssystem der Form

Y201 _ [b, 17 Yo

J’m] - [1 0] [}70] (33)
gebracht. So kdnnen auch die restlichen Anfangsbedingungen
0, ¥0 durch Invertierung der Matrizengleichung berechnet
werden.

Erweitert man nun die Identifikation fiir das angegebene Bei-
spiel dritter Ordnung in Gleichung (20) auf eine DGL belie-

Ym-1)0 b, = by4 b
: | ¢ baa b, 0
Yo | |bpye P 0 0
Y10 0o 0

2. Das Verfahren in der praktischen Anwendung

2.1 Modellierung eines seriellen RC-Netzwerkes

Als zu modellierende Regelstrecke werden drei in Serie
geschaltete RC-Netzwerke verwendet, deren Schaltungin
Bild 3 dargestellt ist. Die Schaltung ist deshalb so variabel
in der Wahl der Kondensatoren realisiert, damit in dem
zugehorigen Praktikumsversuch [10] schnell unterschied-
liche Regelstrecken realisiert werden konnen. Idealisiert
betrachtet handelt es sich um drei in Serie geschaltete
PT -Glieder. Jedes einzelne PT -Glied ist als elektronische
Schaltung mit einem RC-Glied und einem OPV realisiert.
Flr die Kapazitaten konnen bei jedem RC-Glied drei mogli-
che Werte getrennt gewahlt werden, sodass verschiedene
Regelstrecken mit schneller oder langsamer Dynamik
realisiert werden kénnen.

Der Widerstand ist bei jedem RC-Glied R = 100 £Q. Die
Werte fiir die Kondensatoren C] = 0,47 uF; Cz =1,0 uF; C3
=10 uF werden willkirlich eingestellt. Das physikalische
Modell der Regelstrecke ist eine Serienschaltung von drei
PT1-Gliedern und ergibt die Ubertragungsfunktion [7]

1 1 1

biger Ordnung wie in Gleichung (1), so ergibt sich statt des  Gzc(s) = . : (36)
Gleichungssystems von Gleichung (20) und (33) das neue 1+T-s 14T;-s 147155
Gleichungssystem
[J’(fl)‘_YO]
y(E) — Yo
v
by T
[L?y D L B T A BRI A BT AR 1%} by
10 i\t1 1 0 ii..i\t1 ii..i\t1 (INANS WACER LI ANANS 1 1
|1! : (p-1! : i L L e (p—:l)! 1' || a (34)
1_ By 1 o ; y By ; 1. T a,
11 Yo = ¥ita) ---mfn Yo = Yii(En) —)@%ﬁ(tn) u%(tn)---uw(tn) mtﬁ =T yep-no
[ ,, (N
V1o

[ —
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mit den Zeitkonstanten T= RCJ_ flirj=1,2,3 und den Werten

T, = 0,047;T, =0,1; Ty = 1,0 (37)

und ergibt dann die Ubertragungsfunktion

Gre(s) = 2o 38
RC\S s34+ b,s?+ bys+ b, (38)

mit

ap = 212,76, b, = 32,28, b, = 244,07, by = 212,77. (39)

2.1.1 Riickrechnung einer vorgegebenen Ubertragungs-
funktion aus simulierten Ein- und Ausgangsdaten

Zunéchst wird das Verfahren selbst wie in Bild 4 dargestellt
getestet. Es werden Messdaten kiinstlich durch Simulation
erzeugt. Die Testidee ist also, die bekannte Ubertragungsfunk-
tionG, . als das zu bestimmende reale System zu nehmen und
die simulierte Antwort des Systems auf den Ségezahn-Eingang
kunstlich durch stochastische Anteile als ungenaue Messung
dem Verfahren zur Verfligung zu stellen. Das heif’t, das optimale
Ergebnis ist vor der Schatzung bekannt und dieses wird von
dem Verfahren riickgerechnet. Im Einzelnen heif3t das:

1. Auf die Ubertragungsfunktion in Gleichung (38) wird
als Eingangssignal die in Bild 5 im obersten Sub-
plot gezeigte Sagezahnspannung angelegt - es hatte
auch ein beliebiges anderes anregendes Eingangs-
signal sein kénnen - und das Ausgangsverhalten wird
mit den willkirlich gewéahlten Anfangsbedingungen

yor=[y(t=0) y(t=0) j=0)]

=[-1,79 —-0,07 —0,25] (40)
durch Matlab-function lsim [8] simuliert. Diese Anfangs-
ableitungen sollen durch das Verfahren wieder errechnet
werden. Auf das Ausgangssignal werden dann zum Simu-
lieren von Messfehlern normalverteilte Zufallszahlen mit
vorgegebener Standardabweichung o gemal Tabelle 1
hinzuaddiert. Das Ergebnis |stfurdasS|gnaly fura 0,05
im mittleren Subplot in Bild 5 zu sehen.

Normalverteiltes Rauschen
mit Standardabweichung g;

— YMess

GLr i e — — — — — VLR

experimentelles Modell

Bild 4: Signale und Systeme beim Testen durch Riickrechnung auf ein
bekanntes ,reales” System

2. Eswird nun die Identifikation nur mit den blau gekreuzten
Messdaten in den oberen beiden Subplotsin Bild 5 durch-
gefiihrt und anhand von zwei Kriterien bewertet:

a. Mitdem Fit-Wert:

fit:= 100% - (1 -

norm(Ywahr—YRgs) )
norm(ywarr—meanywanr))/’

(41)

wobei unter norm die Lange beziehungsweise der
Betrag des Vektors (bekannt auch als die sogenannte
Euklidische Norm oder auch 2-Norm) verstanden und
durch die gleichnamige Matlab-function errechnet wird.
Mean bezeichnet den Mittelwert und die zugehorige
Matlab-function. Der Fit-Wert wird auch in der Matlab-
Identification-Toolbox in der function goodnessoffit als
normalized root mean square error als Kriterium fiir die
Gute einer Identifikation verwendet [8].

b. Mit der Riickrechnungsgenauigkeit, dem RR-Wert:

Dieser ist ein MaR fiir die Abweichungen der geschatz-
ten Koeffizienten von den wahren Koeffizienten sowie
zwischen den geschétzten Anfangsbedingungen und
den wahren an:

RR:= 100% - (1 - w)

norm(c)

(42)

wobei in dem Vektor ¢ die wahren Koeffizienten aus
Gleichung (39) und die wahren Anfangsbedingungen
aus Gleichung (40) enthalten sind:
c=[ay by by by yo Jol, (43)
Dabei umfasst der Vektor c die Ergebnisse der Identi-
fikation in Tabelle 1.

In Bild 5 sind das wahre beziehungsweise fehlerfrei gemessene
Signaly,  ,das gemessene Signaly  und das simulierte
Signaly, dargestellt Indem vergrof&erten Ausschnittund an
dem kleinen Differenzsignal im unteren Subplot ist deutlich
zu erkennen, wie gut das wahre Signal y durch das simu-
lierte Signal y, _angenahert wird, obwohl nur die verrauschte
Messungy “for die Schatzung zur Verfligung stand.

Die Giite der Ruckrechnung wird in Bild 7 verdeutlicht. Eine
exakte Riickrechnung der Koeffizienten ist demnach nur
fir kleine Rauschwerte o moglich, auch wenn das Simula-
tionsergebnis sogar fir hohere Rauschwerte als sehr gut
erscheint. Der Fit-Wert, der die Abweichung von Messung
und Simulation beschreibt, bleibt unabhangig davon bei
nahezu 100 %. Das bedeutet, dass Ubertragungsfunktionen,
die von der wahren numerisch deutlich abweichen, den-
noch gute Simulationsergebnisse mit geringer Abweichung
zum gemessenen Signal erzielen kdnnen. Ein guter Fit-Wert
bedeutet demnach nicht zwingend, dass die wahre Ubertra-
gungsfunktion numerisch genau gefunden wurde.

Der Test mit weiteren, andersartigen Ein-/Ausgangsgangssignalen
demonstriertin Bild 6 und Bild 8 durch die kleinen Abweichungen,
dass die Identifikation erfolgreich war. Im Ergebnis bedeutet
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Messung und Simulation mit identifizierter Strecke bei 6=0.05 ergibt Fit=99.3%
2 T T T T T T

’I/’ﬁldlIIIIIIIIIII/‘I/_I,:

Eingangu/V
o

2 |
| |
8 10 -
2 . sessenssyWahr | [
yMess 1 o | | | | L
X Schatz m 99 10 10.1 u

0 n

Ausgangy/V

yMess-yLR5
ssssnnnnryWahryLR5

Zeit/s
Bild 5: Messung und Simulation mit der identifizierten Ubertragungsfunktion mit Modellierungsfehler
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100 Bild 8: Simulation des mit verrauschten Ausgangssignals mit dem

wahren Signal mit Sprungeingang
80

60

Genauigkeit %

w0l '*-—--.___“________* | Zunachst werden mit Flen? in G!eichung (20) be§chriebe—
i nen Verfahren aus den in Bild 10 in den oberen beiden Sub-

0 0.0 0.02 0.03 0.0: 0.0 . .
! ¢ ° plots nur mit den blauen Kreuzen gekennzeichneten Mess-
Bild 7: Ergebnisse der Identifikation fiir verschiedene Rausch-Level in signalen die Ubertragungsfunktion mit Zahlergrad Null und
der Messung Nennergrad Drei und die Anfangsbedingungen berechnet.

In Gleichung (2) wurde nur der Koeffizient bei der hchsten

Ableitung zu Eins gesetzt und die restlichen Koeffizienten
dies, dass die Methode funktioniert. Im Anschluss in Abschnitt ~ wurden bestimmt. Ware ein anderer Koeffizient gewahlt

2.1.2 wird sie an einem realen System ausprobiert, bei dem  worden, so hatte sich ein anderes lUiberbestimmtes Glei-

naturlich die wahren Werte unbekannt sind. chungssystem wie in Gleichung (20) ergeben. Darin hatte sich
die H-Matrix aus anderen Spalten gebildet und der y-Vektor

2.1.2 Berechnen der Ubertragungsfunktion aus ware ein anderer geworden.
gemessenen Ein- und Ausgangsdaten Selbst bei fehlerfreier Messung und einem zu identifizieren-

Die Methode wird nun an einem realen System getestet, den System, das sich exakt wie ein lineares System verhalt,
das wie in Bild 3 dargestellt aus drei RC-Netzwerken in Serie  werden sich die Identifikationsergebnisse mehr oder weni-
besteht. Die Werte fiir die Kapazitdten werden zum besseren  ger unterscheiden, wenn man verschiedene Koeffizienten
Vergleich mit Abschnitt 2.1 gleich gewahlt zu C, = 0,47 ;. normiert und somit immer andere Koeffizienten berechnet.
C2 = 1,0 uF; Cj =10 ufF. Der Grund dafiir liegt darin, dass die nicht vermeidbaren
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Tabelle 1: Testergebnisse der Rekonstruktion der wahren Werte mit verschieden verrauschten Messsignalen

Parameter Wahre Werte Geschdtzte Werte mit Rauschanteilen 6 =i - 0,05
6=i-001 6=i-002 6=i-003 o6=i-0,04

a, 212,80 213,65 130,16 98,44 83,85 76,88 73,87
bz 32,28 32,42 19,90 15,15 12,98 11,95 11,51
b, 244,00 245,06 149,16 112,70 95,89 87,78 84,20
b, 212,80 213,66 130,26 98,59 84,03 77,08 74,10
Y, -0,07 -0,07 0,21 0,28 0,34 -0,42 -0,51
¥, -0,25 -0,23 1,52 1,39 1,24 1,28 1,53

numerischen Integrationsfehler bei den Ein- und Ausgangssig-
nalen je nach Normierung ein etwas anderes liberbestimmtes
Gleichungssystem fiir Gleichung (20) ergeben, in dem sich
diese Fehler bei der Berechnung der Losung einschlieBlich
Matrizen-Invertierung und -Multiplikation (Gleichung (24))
unterschiedlich auswirken. Sind auch noch Modellierungs-
fehler dabei, konnen sich die Ergebnisse noch mehr in ihrer
Gute unterscheiden. Auch das Ausdiinnen der Messdaten in
einem gewdhlten Bereich kann positive oder negative Effekte
fir die Modellgiite mit sich bringen: Nattrlich gehen beim
Weglassen von Messdaten immer Informationen verloren, auf
der anderen Seite verkleinern sich aber auch die numerischen
Fehler bei der Matrizeninvertierung in Gleichung (24). Diese
Effekte lassen sich im konkreten Fall nur durch Ausprobieren
gegeneinander abwagen.

Fur die Wahl von Zahler- und Nennergrad gibt es zwei Mog-
lichkeiten: Zum einen kdnnen physikalische Uberlegungen
eine Mindestordnung fiir Zahler und Nenner ergeben. Zum
enderen analysiert man das Differenzsignal zwischen Mes-
sung und Simulation, zum Beispiel das im unteren Subplot
von Bild 10: Je unkorrelierter dieses Signal ist, desto besser
ist die Identifikation, denn die Rauschanteile durch die Mes-
sung sollen ja herausgefiltert und nicht mitmodelliert werden.
Die Ordnungen werden dann solange vom Anwender erhéht,
bis sich das Differenzsignal nicht mehr signifikant verbessert.
Erhoht man die Ordnung immer weiter, so werden bei einem
linearen System die Spalten der /-Matrix in Gleichung (20) - wie
oberhalb schon diskutiert - und es existiert keine Losung mehr.
Entstammen die Messdaten aus einem nichtlinearen System,
so konnen die Spalten zwar linear unabhangig bleiben, aber
die anschlieRende Simulation offenbart dann, dass es sich um
kein brauchbares Simulationsmodell handelt.

Da Stabilitat, Instabilitat oder Minimalphasigkeit nicht in
die Minimierung des Gutekriteriums eingehen, kdnnen auch
Losungen generiert werden, bei denen diese Eigenschaften
verloren gehen. Solche Lésungen werden dann ausgefiltert.
Integratoren oder Differenzierglieder bedeuten in der Uber-
tragungsfunktion, dass ein Koeffizient oder mehrere den
Wert Null annehmen. Dies lasst sich hingegen leicht dadurch
beriicksichtigen, dass in der H-Matrix in Gleichung (20) die
entsprechenden Spalten geldscht werden und die Unbekannte
im x-Vektor entfernt wird.

Weil die Berechnungsdauer fiir die Erstellung der Losung
(Gleichung (24)) kurz ist, kdnnen sehr schnell viele Modelle
aus dem gleichen Datensatz generiert werden. Die Glte der
Modelle kann anhand des Fit-Wertes bewertet werden und

das beste Ergebnis wird dann als das Endergebnis ausgewahlt.
Diese Tatsache kann auch bei der Berechnung von Totzeiten
im System verwendet werden: Uber einen Algorithmus wird
das Ausgangssignal stufenweise Zeitschritt flir Zeitschritt
zurlick in die Vergangenheit geschoben. Am Ende dieses Pro-
zesses ist die gesuchte Losung diejenige mit dem kleinsten
Gutekriterium. Genau dieser Zeitversatz entspricht dann der
gesuchten Totzeit.

Die oben beschriebenen Einflussmoglichkeiten in der Gestal-
tung der Losung sind in dem kostenlos herunterladbaren Tool
pzMove unter Registerkarte Identification [5] programmiert
und mit einer Bedienungsanleitung hinterlegt; in Bild 11 ist
die Schaltflache dargestellt. Hier lassen sich die Einfliisse auf

> YMess

> GI.R f— — — — — — Vir
experimentelles Modell

> Gre =" == ¢ == = = - > Vre
physikalisches Modell

Bild 9: Bezeichnung der Signale und Systeme beim Test mit realen
Messsignalen

Messung am realen System und Si ion mit identifizierter Strecke
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Bild 10: Ergebnis der Simulation mit dem physikalischen (Fit = 97,5%)
und dem aus den Messdaten gewonnenen experimentellen
Modell (Fit=97,3%)
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Bild 11: Schaltflache des Identifikation-Tools zur experimentellen Modellbildung nach dem hier vorgestellten Verfahren

das Ergebnis schnell verdndern und ausprobieren:

1. Vorgeben des Zdhler- und des Nennergrades der
Ubertragungsfunktion

2. Vorgabe System ist in Ruhelage oder System ist nicht in
Ruhelage

3. Auswahl des Messbereiches, der fiir die Schatzung ver-
wendet wird

4. Die Wichtungen ausgedriickt durch die Matrix /¥ der Mes-
sungen nach Gleichung (32)

5. Nullsetzen von einzelnen Koeffizienten.
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Bild 12: Ergebnis der Simulation mit dem physikalischen (Fit 97,5 %) und
dem aus den Messdaten gewonnenen experimentellen Modell
mit Zahlerordnung Eins und Nennerordnung drei mit erhéhtem
Fit=98,8 %
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6. Sortieren der mit allen Koeffizienten erzielten Ergebnisse
nach stabilen oder instabilen Losungen

7. Berticksichtigung von Totzeiten

Das so erzielte Ergebnis ist die Ubertragungsfunktion

22,22
s3 + 1,894 s2 + 2598s + 22,25

GLra(S) = (44)
Der Vergleich von Simulation und Messung in Bild 10 zeigt,
dass die Losung im Vergleich zum RC-Modell eine héhere
Differenz zur Messung und den etwas geringeren Fit-Wert
von 97,3 % statt 97,5 % hat. Dies andert sich aber deutlich,
wenn nun mit einem Zahlergrad Eins statt Null experimentiert
wird:

6,26 s + 0,3471
s® + 7,331s? + 6,764s + 0,3337

Grrp(S) = (45)

Mit dieser Ubertragungsfunktion wird ein héherer Fit-Wert
von 98,8 % erreicht. Das Differenzsignal im unteren Subplot
in Bild 12 sieht nahezu wie unkorreliertes weiftes Rauschen
aus. Das ist das bestmogliche Ergebnis.

Dies macht das konstruktive Zusammenspiel von physikali-
scher und experimenteller Modellierung besonders deutlich:
Weil das Hinzufligen einer weiteren Nullstelle das Model-
lierungsergebnis noch einmal verbessert und weitere Erho-
hungen der Modellordnungen keine Losung mehr zur Folge
haben, ist das ein Hinweis darauf, dass sich dahinter ein bis-
lang nicht modellierter physikalischer Effekt verbirgt. Die Vor-
stellung vom idealen RC-Netzwerk stof3t also an ihre Grenzen
und ladt zu einer héchstwahrscheinlich zeitraubenden Itera-
tionsschleife bei der physikalischen Modellierung ein, sollte
die Genauigkeit des physikalischen Modells nicht ausreichen.
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Bild 13: Identifikationsergebnis eines schwach gedampften Systems mit
Totzeit

Allerdings sieht man es der Ubertragungsfunktion nicht an, auf
welche Art und mit wieviel Aufwand sie gebildet wurde, so dass
man es auch einfach dabei belassen und mit der experimentell
gewonnenen Ubertragungsfunktion weiterarbeiten kann.
Der Name experimentelle Ubertragungsfunktion ist also Pro-
gramm: Man darf an den Messdaten experimentieren, um das
Identifikationsergebnis zu verbessern.

2.2 Weitere Modellierungsbeispiele

Um das weite Anwendungsspektrum der Methode zu demons-
trieren werden zwei weitere Modellierungen von Systemen
mit ausgepragten Eigenschaften durchgefiihrt.

2.2.1 Modellierung eines schwachgedampften

Systems mit Totzeit
Ahnlich wie in Abschnitt 2.1.1 wird eine Regelstrecke Gwahr(s)
vorgegeben. Diese wird mit einem zur Eigenfrequenz des
Systems bewusst sehr langsam gewahlten sinusformigen
Eingangssignal u(z) (oberer Subplot in Bild 13) angeregt, um
die Identifikation zu erschweren. Das Simulationsergebnis
ist mit kiinstlichem Messrauschen (normalverteilt mit Stan-
dardabweichung 0,03) versehen, welches das Messsignal
Ausgangy, (7) im mittleren Subplot in Bild 13 darstellt. Es
wird eine schwach geddmpfte Regelstrecke zweiter Ordnung
mit Dampfungsfaktor d = 0,02 und der Zeitkonstanten 7' = Is
einschlieRlich Totzeit T =0,10sundden Anfangsbedingungen
ungleich Null identifiziert:

4
14+2-0,02-10-s+12-s2

0,10-s

Gwanr(s) = €~ (46)

Die Identifikation der Regelstrecke nach dem hier beschrie-
benen Verfahren ergibt eine Ubertragungsfunktion G [s),
die in guter Ubereinstimmung mit den vorgegebenen Werten
von Gwahr(s) ist:

4,009
14+2-0,016-1,002 s+ 1,0022 - s2°

(47)
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Bild 14: Verifikation des identifizierten Modells anhand der Sprungant-
wort

Zur Verifikation werden zusatzlich die Sprungantworten aus
der Ruhelage heraus miteinander in Bild 14 verglichen. Das
gute Ergebnis der Identifikation wird noch einmal bestatigt.

2.2.2 Modellierung eines instabilen Systems

Als Beispiel fiir die Identifikation eines realen instabilen Sys-
tems wird ein Magnetschwebeversuch [9] vorgestellt, der in
den Ingenieurstudiengangen der TH Rosenheim zum Prak-
tikum der Grundlagenvorlesung Regelungstechnik gehort.
Dabei geht es darum, einen magnetischen Schwebekdrper
so zu regeln, dass er konstant in der Luft schwebt, was bei
den Studenten nach dreistiindiger Bearbeitungszeit immer
wieder sichtliche Faszination auslost (Bild 15).

Ein wichtiger Teil der Regelungsaufgabe ist die Modellbil-
dung, die mit dem hier vorgestellten Verfahren durchgefiihrt
wird. Dabei wird der Spulenstrom, der das externe Magnet-
feld beeinflusst und die Eingangsgrofie darstellt, sprungartig

HILFSSTROM  STEUERSTROM

Bild 15: Studenten nach erfolgreicher Stabilisierung eines Schwebekorpers
(OTH Rosenheim)
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Bild 16: Gemessene und simulierte Sprungantwort des
Magnetschwebekorpers

erhoht, und die mit einer Fotodiode gemessene Lichtmenge,
die ein gutes Hohensignal fiir den Schwebekorper liefert, wie
in Bild 16 dargestellt gemessen. Ebenfalls in Bild 16 ist das
Simulationsergebnis gezeigt, das mit Hilfe des Modells der
Regelstrecke,

4,946

_ 48
52— 4313 “8)

Gmoa(s) =
erzeugt wurde. Man erkennt in Bild 16 an dem Knick zwi-
schen Messung und Simulation zum Zeitpunkt 0,13 s, dass
hier zwischen Modell und Messung eine grofle Abweichung
entsteht. Weil aus der Physik bekannt ist, dass Magnetfeld-
krafte die Position eines magnetischen Kdrpers nichtlinear
zum Abstand beeinflussen, wird wahrscheinlich diese Nicht-
linearitat den Knick verantworten. Fiir die Regelung hat die
geringere Modellierungsgenauigkeit ab 6 mm keine Bedeu-
tung, weil diese Hohe aufierhalb des Arbeitsbereiches der
Regelung liegt.

Das geregelte System wird mit einem Sollwert beaufschlagt,
dessen Wert sich Uber einen Schieberegler verandern lasst.
Dieser Wert wird dann dem realen System und dem simulier-
ten System zugefiihrt. Als Ergebnis sind in Bild 17 der Sollwert,
die gemessene und die simulierte Position des Magnetschwe-
bekdrpers dargestellt. Die Ubereinstimmung zwischen der
gemessenen und der simulierten Position ist sehr gut.

3. Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde ein Verfahren zur experimentellen Modellbildung
flir Systeme vorgestellt, die sich als lineare DGLs mit kons-
tanten Koeffizienten beschreiben lassen. Das Verfahren hat
ein grofles Einsatzspektrum, weil es keine Einschréankung des
Streckentyps bendtigt. Es ist anwendbar fiir den offenen und
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Bild 17: Ubereinstimmung bei der gemessenen und simulierten Position
eines Magnetschwebekdrpers

den geschlossenen Regelkreis und fiir Vorgange, die nichtin
der Ruhelage beginnen - die Anfangswerte kdnnen namlich
mitgeschatzt werden. Wie gezeigt wurde, kdnnen stabile oder
instabile Systeme, geddmpfte, schwach gedampfte oder
Systeme mit und ohne Totzeit identifiziert werden.

Die Richtigkeit der Methode wurde an zwei simulierten Bei-
spielen demonstriert, bei denen das optimale Schétzergeb-
nis bekannt war und die geringe Abweichung davon festge-
stellt wurde. AnschlieRend wurde es auch an zwei realen
Systemen mit echten Messungen erfolgreich angewendet.
Das Verfahrenistin der Theorie vollig transparent und baut
allein auf dem Vorwissen von Bachelorstudenten der Inge-
nieurwissenschaften auf. Dies sollte im Bachelorstudium die
Vernetzung zwischen der Mathematik und den ingenieurwis-
senschaftlichen Fachern weiter verstarken.

Das Verfahren einschlieflich des in Abschnitt 2.1.2 vorge-
stellten Beispiels ist fir jedermann zuganglich [5] und als
Matlab-unabhangiges *.exe-Programm herunterladbar. Das
vorgestellte Verfahren wenden Studenten der Ingenieurwis-
senschaften im Rahmen von Praktikumsversuchen [9, 10] an.
Dozenten kdnnen auf Nachfrage die Praktikumsanleitung
und die Musterlosung erhalten.

Es wird bei dem Verfahren an einer Erweiterung gearbeitet,
um garantiert das bestmogliche Identifikationsergebnisim
Sinne der kleinsten Fehlerquadratsumme bei vorgegebenen
Streckeneigenschaften wie Stabilitét, Instabilitdt oder Mini-
malphasigkeit zu erhalten. Auch die Erweiterung fiir Systeme
mit mehreren Ein- und Ausgangen ist von Interesse.

Eine weiteres interessantes Projekt ist eine komfortable
Variante des hier vorgestellten manuellen Verfahrens, in dem
eine Ubergeordnete Optimierung liber alle beschriebenen
Einflussparameter den Grad der Autokorrelation [1] des Dif-
ferenzsignals zwischen Messung und Simulation minimiert.
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